物性物理におけるモンテカルロ法(第52回物性若手夏の学校(2007年度),講義ノート) by 川島, 直輝
Title物性物理におけるモンテカルロ法(第52回物性若手夏の学校(2007年度),講義ノート)
Author(s)川島, 直輝























































































































重みを vF(2:) (2:ε0)，平均値を求めたい関数を Q(2:)とすると，平均値は
玄H'(2:)Q(2:) 







重み ~V(2:) = exp ( -/3 E (2:) ) ，を考えれば，統計力学的なカノニカル平均を求める方
法であるとみなせる.





てそれを採用したり棄却したりする方法である.重みに上限があれば TV(~) < Wmax 
として，(1)を計算する手順として次のようなものが考えられる.
単純モンテカルロ法:
ステップ 1 (乱数を用いて何らかの方法で)0の中から 1つの要素を選ぶ.
その際全ての状態は同じ確率で選ばれるようにする.(選ばれた状態、を 2
とする.) 




















L Qi L TV(~)Q(~) 
(Q)MC三同記 zεQ







の場合， 0は xy平面，TV(xぅy)は針の落ちた場所の座標が -1く丸Uく 1の範囲
にあれば 1，なければOであるような関数.Q(xぅy)は針の落ちた場所の座標が原点
を中心とする半径1の円内にあれば 1，なければOであるような関数であり，当然




























九ccept三 ε一何本/e一月o= eβ(E*-Eo) 
であり，エネルギーは系の自由度数 Vに比例するので，E* -Eoは一般に Vに比
例して大きくなる.つまり，採用確率は







































マルコフ過程において，t 番目の状態が 2 である確率を pt(~) とすると，





という漸化式が成立する.ここで，pt(~) をベクトル pt の第 r~J 成分，同様に，
T(~I~') を行列 T の第 r~ 行~'列 J 成分とみなすと，




には， limt→∞ p(川~) cx: vV(~) となるように遷移行列 T を選ぶ.もし，このように
Tを選ぶことができれば，十分長いマルコフ過程において，ある時刻から先は状態
は ~V(~) に比例した確率で出現する.単純モンテカルロ法でのステッフ。 2 の役割は
もともと一様な確率で発生させてしまった状態にフィルターをかけることで，フィ
ルターを通った状態の出現確率が TV(~) に比例するようにすることであった.もと










T(2:I2:') W(ど)= T (2:' 12:) W ( 2:) . ( 6) 

















































(~↓)のエネルギ-E↓の差ムE 三 E↑ -E↓を求める.
ステップ3: 0以上1未満の乱数 γを1つ発生して，それが
P↑三 1+ポムE
未満であれば，現在の状態を叫に置き換える • r 三 P↑であれば，~↓に
置き換える.





目的の重みとする (lV(~) = e-sE(E)) 詳細釣り合いを満たすことを示せ.
1.8 モンテカルロシミュレーションの収東証明
ここでは，状態を 2 でなく t などの文字で表し，状態の重みを W(~) でなく VVi な








LTij = 1 










































Dt+l三Dt-2TminDt = (1 -2Tmin)Dt 
が得られる 等号成立は明らかに Vi (Q~t) =日=Lt)のとき よって
Dt三1-2Tminlt IDol→o (t→∞) (16) 












dP}t) 1 す=キ(LijPj-LjiPi) 
ただし，Lijは負でなく











Ei = -T10g lVi 
その期待値を






dF 一一(， Pi ¥dPi 一一…一一一-dt ケ¥口 lVi ノdt
= Tγ(102: _~~ ) dPi -一一・ー
ケ¥o WiJ dt 
一江ω 乞(L川 Qj-L川 Qi)
一号明ω ぬ-Qi) 















-p' 三 T~Wi f (日
一町if(雨明)
I ..--.， / _ w.¥PO ¥ 
= T2二lVif I 2: ( Tij :;: ) T~X ~ ) ¥j¥lJ l1'iノWj)
= T2:1ViパZTfzl ゃ九日'j= TjiWi ¥ 7
-L JlIV
j ) 







Y>TmmfF) j J<J ¥ Wj (19) 
である.以下，
-F' > T日以fC~) =T日叫f(広)t3 1円・3
-TU3f(長)=ー F
となって，






















な正の実数 εを考えても，ある tが存在して，s > tであるような任意の Sに対し
て，等号を誤差 E以内で成立させられる，ことを意味する.これには， t →∞で各
Piが収束して，Pi¥Xl司令でなければならない.
条件としてエルゴード性だけでなく，Ti > 0が必要な理由はTi= 0なら必ず
しも直接遷移可能な状態が連結されているとはいえず，上の証明の前提が成り立た
ないからである.たとえば，状態が1， 2の2つしかなく 1，11= W2であり，遷移確





































































K ~-K V1 二ニ ε -e 
1 1 (g = 0) 








E b rb=O‘1 
= :L2二日む(fb)ム(2:b，rb) ゃ r三 {fb}
E r b 
= :L:LV(f)ム(2:，f) (21) 
E r 
ゃ v(r)三1v(rb)ぅム(又r)三日ム(おうれ)
-乞乞 ~F(2:， f) <;= VV (2:， f)三V(f)ム(2:ぅf) (2) 
E r 
2p. W. Kasteleyn and C. ]¥1. Fortui九 J.Phys. Soc. Jpn. Suppl. 26s (1969) 11; C. M. Fortuin 
and P. W. Kasteleyn， Physica (Utrecht) 57 (1972) 536. 
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z=乞V(r)2九(r)俣工pNb(1 _ P )Np-NbqNc(r) 
r r 
ここで，q=2ぅNpは最近接スピン対の総数，Nbはボンドの総数，p=ωI!(ω0+ωd= 



















z = I: I: TV(~ ， r) 
I.; r 











T = T2T1 
と書ける • T1はステップ 1の，九はステップ2の遷移行列である.ステップ 1で
は，スピン状態は変化しないので，







T1 (fJ2:)二ぅ T2(2:lr)= W(2:) ， -'"¥-I-! v(r) 






W(又r') ム(2:'，2:)lV (乞r')TV (2:'， r) 
















(20)の等号成立条件から T1で、つながったパス上の状態 tについて Qi= PdvViが













I: ~V( 2: ぅ r)Q(2:)
q 三 Q(~t) = Er 
乞W'(又r)
I: W'(~ ぅ r) = lV(~) 
であることを使って Fに関する和を先にとってしまうと，
乞 lV(~)Q(~)















r 1 ( i，jが同じクラスタに属する)
ムij(r)= ~イ1 0 ciうjが異なるクラスタに属する)
を用いて次のように表せる.
LW(~)SiSjLW(又 r)SiSj LV(r)ム(又r)SiSj

















更に帯磁率を考えると，にをクラスタ Cの体積として， ! 









































重みを平均値の定義式 (1) に現れる重み W(~) とは異なるものにとることによって，
計算全体の効率化を図るというものである.たとえば モンテカルロシミュレーショ
ンを重み l，yo(ヂl，y)に関して詳細釣り合いを満たすような遷移行列を用いて行った




















Rxk(2t)= (k=l，Z-・ぅγ)k ，-Lj - VVO(~t) 
と Q(~t) を計算することで ， RkQとRkのモンテカルロ平均をすべての kについ
て同時に求めることができる.
拡張アンサンプル法のなかでとく便利でよく用いられる方法は， nノxとvVOが
ともに共通の 1 つないし少数の量の関数になっている場合である.それらを Ai(~)
i = 1ラエ・・・、pとすると，RもAだけの関数になるから，各モンテカルロステップ









(Rx(At)Qt)MC (Q)x = 
(Rx(At))MC 
(26) 


































( e一 (ß-ßO)E(~)Q( 2:: ))O = ↓εWo(E)ε一山o)EI: Q(2:) 
L.Io E ~ 
-4zwo(E)ε-(s-so)ED(E)Q(E) 
ζ心"'0 E 








凡(E)三一九log(lVo(E)D(E))= E -STo 
は自由エネルギーである.同様に (27)の分子は
( e一(日)E(~) \o !吠一角Fo叫一(s-so)E)(¥ =てア ) e 
L.lo E 
式 (29)において，和をとられる関数
















C = s2(E2) -(E)2 = s2(ムE)2
で熱容量に比例しているので，分布の幅はムErvTゾδと表せる.一方 2つの分
布の中心聞の距離は





























6B. A. Berg a.nd T. Neuhaus， "J¥.1ulticanonical ensemble: A new approach to simulate first-order 
phase transitions円 Phys.Rev. Lett. (1992) 68; B. A. Berg， ，うI¥1ulticanonicalsimulations step by 












ヒストグラムで割ったものを使う.第 k フェーズで用いる重み関数を W~k)(A) ， 得
られたヒストグラムを H(A)とすると，
wJK+1)(A)=wcik)(A) 














































川町A)年 eη(k)wcik)(A) (31 ) 
ここで， η(た)はフェーズ、内で、は一定に保たれる正の定数である.各フェーズの終わ
りに
η(た+1)=η(k) /2 (32) 
などによって，次のフェーズで用いられる値を決める.通常は η(1)r-v 0.1程度から















7F.-G. ¥VangぅD.P. Landau、~.Efcient、multiple-rangerandom walk algorithm to calculate the 









































意にエネルギーの値 EうE'を選び，E('L-) = E， E('L-') = E'となるような全ての'L-，
rについて上の式の両辺の和をとる.すると
T(E'IE)W(E)O(E) = T(EIE')W(E')O(E') 
が得られる.ここで;T(E'IE)は，





ある定数 Jに対して T(E土JIE)が常に Oでないなら， (34)から
。(E) 日 T(Ek+lIEk)vV(Ek) (~1 T(Ek+lIEk) ¥ " ~ll(E) O(E) =一一一 =H =l H l×一一一一。(Eo) 出 T(EkIEk+dl>V(Ek十d ¥品 T(EkIEk+l)) .lV(Eo) 
(ただし，Ek三 Eo+kよ E EK)が得られる.ここでT(E'IE)は「次の状態、が
E'である確率Jのミクロカノニカル平均







合を考える.'L-iを第 t番目のスピン Siのみにおいて 2と異なる状態，t(E'ぅE)を
t(E'， E)~ll(E) = t(EヲE')lV(E')を満たす関数であるとして，
T('L-'I'L-) = t(E(ど)ぅE('L-)乞ム(どう丸)
?




































パラメータ(たとえば逆温度)X を含む重み Hrx(~) を考える.レプリカ交換
法では L個の状態の組
2 三 (~1 ぅ ~2 ぅ・・・ぅ ~L)
と，L 個のパラメータ値の組
X 三 (X1，X2，・ .，XL) 
を考える.通常これらのパラメータはとなりあうものが近い，つまり Xirv Xi+l 
であるようにとっておく.また HTXiのことを簡単に Wiと書くことにする.
9K. Hukushima and K. Nemoto，ぅ.Exchange Monte Carlo method and application to spin glass 










swa叩p一 〔う Hlゲμバ(2:μρ)l~干九μ+1 ( ε μ+刊d)
で，2:μと 2μ+1を入れ替える.この操作を μ=1ぅ2，.・ '， L-1について
行う.
ステップ 3 ステップ1に戻る.




















Q(~P(μ)) = (Q)μ 
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